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Аннотация. Дана постановка нелинейной задачи оценивания состояния, неизвестных параметров и дробного 

порядка динамической системы. Решение дано на основе декомпозиционного подхода, где используются 

фильтры Калмана, нейронные сети, нечеткие системы, вейвлеты и их комбинации. Приведен пример.  Дана 

оценка точности оценивания и быстродействия. 
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Введение 

Отличительной особенностью настоящего времени является разработка современных 

высокоточных динамических систем различного назначения. Одним из действенных способов 

повышения адекватности математических моделей исследуемым системам является использование 

теории дробного исчисления (Fractional Calculus) в отраслях человеческой деятельности, 

использующих математические методы и средства компьютерного моделирования. В основе 

дробного исчисления или исчисления нецелых порядков лежат понятия производной и интеграла 

нецелых порядков [1–3]. В настоящее время стремительно растет число применений дробного 

исчисления в фундаментальных законах естествознания, автоматическом управлении, обработке 

сигналов, физике, электронике, механике, биологии, медицине, экономике и других областях [3].  

При создании современных динамических систем разработчикам приходится решать задачу 

оценивания состояния и идентификации их параметров.  Для решения указанной задачи эффективны 

методы нелинейной оптимальной фильтрации, среди которых наиболее широко на практике 

используются фильтры калмановского типа [4–6].  

В последние годы для решения нелинейных задач оценивания и идентификации используются 

нейросетевые и нечеткие технологии, вейвлет- и фрактальный анализ, их совместное использование в 

виде гибридных алгоритмов обработки [7, 8]. 

При создании более качественных математических моделей систем и датчиков предлагается 

учитывать фрактальные свойства и динамику процессов, основанную на исчислении дробного 

порядка, что усложняет алгоритмы фильтрации, которые должны функционировать в режиме 

реального времени. Это происходит в силу того, что алгоритмы оценивания должны использовать 

оценки не только предпоследнего, но и всех предыдущих шагов фильтрации, поскольку уравнения 

состояния дробных динамических систем определяются марковскими процессами высшего порядка 

[9–11]. В случае использования математической модели системы дробного порядка, наряду с оценкой 

переменных состояния и неизвестных параметров необходимо идентифицировать и сам порядок 

системы. 

Поэтому целью настоящего доклада является описание подхода на основе декомпозиции для 

синтеза эффективных по точности и быстродействию субоптимальных алгоритмов оценивания 

состояния и идентификации параметров и дробного порядка нелинейных стохастических систем.   

1. Постановка задачи нелинейного оценивания 

Необходимо оценить n -мерный вектор состояния динамической системы 
T

niii xx ]...[ 1x ,

...,1,0i  по m -мерному вектору измерений 
T

mkkk yy ]...[ 1y , ...,2,1k  исходя из условия 

минимизации заданного критерия. В состав вектора состояния может входить и u –мерный вектор 

неизвестных и подлежащих идентификации параметров системы T
uiii aa ]...[ 1a . В случае 

использования математической модели дробного порядка, необходимо идентифицировать и порядки 

N уравнений состояния системы T
Niii ]...[ 1 μ .  
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2. Решение задачи нелинейного оценивания на основе декомпозиционного подхода 

Оптимальную оценку ki /x̂  определим как )(ˆ 1/
k

iki YFx  , TT
k

TTk ),...,,( 211 yyyY  . Таким образом, для 

решения задачи оценки состояния нелинейной стохастической системы необходимо найти в общем 

случае нелинейную функцию )(iF  некоторым рациональным, обоснованным способом [8].  

Для того, чтобы показать, как учет дробности порядка динамической системы ведет к усложнению 

модели и алгоритму оценивания, сопоставим модели дискретной нелинейной стохастической 

системы целого и дробного порядков, приведенные в [10, 11]. Представим их в  табл. 1. 

Таблица 1. Сопоставление модели дискретной нелинейной стохастической системы целого и 

дробного порядков 
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стохастическая система целого 

порядка 
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В табл. 2 сопоставлены основные соотношения для алгоритма обобщенного фильтра Калмана 

целого и дробного порядков, рассмотренные в [10, 11]. 

Таблица 2. Сопоставление соотношений для алгоритма обобщенного фильтра Калмана 

 Обобщенный  ФК (ОФК) Дробный обобщенный ФК (ДОФК) 

Прогноз )ˆ(ˆˆˆ 11
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Сравнение уравнений для вектора состояния целого и дробного порядка табл. 1 показывает, что 

последние описывают марковские процессы более высокого порядка, которые обладают 

краткосрочной и долгосрочной памятью. Как следствие, использование математической модели 

динамической системы дробного порядка приводит к тому, что   при расчете оценки прогноза и 

матрицы ковариаций ошибок прогноза для дробного фильтра табл. 2 используются значения оценки 

и матрицы ковариаций ошибок оценивания не только с последнего предыдущего шага, как в случае 

традиционного фильтра Калмана, но и со всех предыдущих шагов. Это приводит к усложнению 

алгоритмов для достижения большей точности оценивания.  

Поэтому для повышения быстродействия дробных алгоритмов оценивания нами предлагается 

использование подхода на основе декомпозиции. 

Вне зависимости от того, какой из методов оценивания будет использоваться, для повышения 

быстродействия настройки алгоритмов оценивания предлагается использование принципа 

декомпозиции сложных систем [8, 12]. Синтезируемые системы оценивания и идентификации могут 
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быть построены с использованием трех базовых представлений подсистем. К ним относят: каскадное, 

параллельное соединение элементов, а также соединение замыканием обратной связи [8, 12]. В 

случае совместного оценивания переменных состояния, идентификации неизвестных параметров и 

дробных порядков динамической системы схема декомпозиции может быть представлена как на Рис. 

1, где БП – блок памяти. 

 

Рис. 1. Схема декомпозиции для совместного оценивания состояния, параметров и порядка 

3. Пример 

В качестве примера рассмотрена задача совместной оценки скалярной переменной состояния ix , 

iii waxx  1 , неизвестного параметра a  и дробного порядка   по зашумленным измерениям вида 

iii vxy  . Здесь iw  и iv  белые гауссовские шумы с нулевым средним. Такая задача совместного 

оценивания состояния и идентификации является нелинейной [11] и для ее решения необходимо 

использование обобщенного фильтра Калмана, если выбраны для решения алгоритмы калмановского 

типа. 

Для данной скалярной системы может быть использована схема, представленная на рис. 1, где в 

качестве векторов состояния, параметров и порядков выступают скалярные переменная ix  , параметр 

a  и порядок  . Если для решения задачи используется ансцентный фильтр Калмана, то эта схема, 

как частный случай охватывает схему фильтрации, предложенную в [9] для дробного ансцентного 

фильтра Калмана.  

На рис. 2 представлены оценки неизвестного параметра a как с помощью обобщенного фильтра 

Калмана, так и с помощью дробного обобщенного фильтра Калмана. Точность оценивания с 

помощью ДОФК заметно выше. 
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Рис. 2. Оценивание неизвестного параметра a 

На данном примере, в случае, когда ошибки измерений iv , li .1  представляют собой 

независимые друг от друга и от ix  центрированные случайные величины, равномерно 

распределенные в интервале ]2/,2/[ bb  иллюстрируется использование для фильтрации разных 

методов на основе фильтров Калмана, нейронечетких сетей и вейвлетов. Дано их сопоставление по 

точности и быстродействию. Быстродействие декомпозиционных алгоритмов выше в несколько раз, а 

точность оценивания близка к потенциально достижимой. 

4. Заключение 

Дана постановка нелинейной задачи совместного оценивания состояния, неизвестных параметров 

и дробного порядка динамической системы. Предложено решение на основе декомпозиционного 

подхода. В качестве алгоритмов фильтрации могут быть использованы фильтры калмановского типа, 

нейронные сети, нечеткие системы, вейвлеты и их комбинации в виде гибридных алгоритмов. 

Приведен пример для совместного оценивания состояния, неизвестного параметра и дробного 

порядка системы. Дана оценка точности оценивания и быстродействия алгоритмов, построенных на 

основе декомпозиции. 
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