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Введение 

Работа посвящена анализу линейно-квадратичной задачи оптимального слежения с сингулярными 

возмущениями при возможности использования пропорционально-интегрально-дифференциальных 

законов управления. Сингулярно возмущенные задачи оптимального управления рассматривались 

многими авторами, при этом в большинстве работ применялся метод пограничных функций (см. 

работы [1-5]). В данной работе для анализа задачи оптимального слежения с сингулярными 

возмущениями применяется метод расщепления [6], основанный на применении аппарата 

интегральных многообразий быстрых и медленных движений [6-9]. Техника интегральных 

многообразий медленных движений применялась для анализа задач управления вообще и задач 

управления манипуляционными роботами, в частности, в работах [4,10], а в работе [11] метод 

расщепления [6] был эффективно применен для анализа специальной нелинейной задачи 

оптимального слежения. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается задача оптимального слежения для векторного дифференциального уравнения 

второго порядка 

 𝜀�̈� + 𝐴1�̇� + 𝐴2𝑥 = 𝐵𝑢, (1) 

Здесь точка над переменной означает дифференцирование по времени 𝑡. Рассматривается случай, 

когда допускается применение ПИД-управления 

 𝑢 = −𝐾1𝑥 − 𝐾2�̇� − 𝐾3 ∫ 𝑥(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑘(𝑡).
𝑡𝑓

0
  

Пусть задана эталонная траектория 𝑥 = 𝜉(𝑡). Вводятся обозначения 

𝑒1(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝜉1(𝑡), 𝑒2(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝜉(𝑡), 𝑒3(𝑡) = �̇�(𝑡) − �̇�(𝑡),  
где 

 𝑥1(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑠)𝑑𝑠,
𝑡𝑓

0
 𝜉1(𝑡) = ∫ 𝜉(𝑠)

𝑡𝑓

0
𝑑𝑠,   

с учётом которых функционал качества может быть записан в следующем виде 

 𝐽 = ∫ [𝑒1
𝑇(𝑠)𝑄1(𝑠)𝑒1(𝑠) + 𝑒2

𝑇(𝑠)𝑄2(𝑠)𝑒2(𝑠) + 𝑒3
𝑇(𝑠)𝑄3(𝑠)𝑒3(𝑠) + 𝑢𝑇(𝑠)𝑅(𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

𝑡𝑓

0
  (2) 

При известных естественных предположениях оптимальное управление задается следующей 

формулой [12] 

 𝑢𝑜𝑝𝑡 = −𝑅−1�̃�𝑇(𝑃𝑋 + 𝜒). (3) 

где матричная функция P и векторная функция 𝜒 являются решениями задач Коши для сингулярно 

возмущенного матричного дифференциального уравнения Риккати  

1 Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 21-11-00202, https://rscf.ru/project/21-11-00202/ 
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 �̇� + 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃�̃�𝑃 + 𝑄 = 0, 𝑃(𝑡𝑓) = 0. (4) 

и сингулярно возмущенного линейного векторного уравнения 

 �̇� = −(𝐴 − �̃�𝑃)𝑇𝜒 + 𝑄Ξ = 0, 𝜒(𝑡𝑓) = 0. (5) 

Здесь 

 𝑋 = (
𝑥1

𝑥
�̇�

) ,          𝐴 = (
0 𝐼 0
0 0 𝐼
0 −𝜀−1𝐴2 −𝜀−1𝐴1

),        �̃� = (
0
0

𝜀−1𝐵
) ,        𝑄 = (

𝑄1 0 0
0 𝑄2 0
0 0 𝑄3

),  

 �̃� = (
0 0 0
0 0 0
0 0 𝜀−2𝑆

) ,      𝜒 = (

𝜒1

𝜒2

𝜀𝜒3

) ,   𝑆 = 𝐵𝑅−1𝐵𝑇 , 𝑃 = (

𝑃1 𝑃2 𝜀𝑃4

𝑃2
𝑇 𝑃3 𝜀𝑃5

𝜀𝑃4
𝑇 𝜀𝑃5

𝑇 𝜀𝑃6

) ,   Ξ = (

𝜉1

𝜉

�̇�

).  

2. Метод расщепления  

Суть предлагаемого подхода состоит в следующем. При обычных предположениях о гладкости и 

нормальной гиперболичности быстрой подсистемы [6] сингулярно возмущенная система 

 �̇�  =  𝐹(𝑋, 𝑌, 𝑡, 𝜀),   𝜀�̇�  =  𝐺(𝑋, 𝑌, 𝑡, 𝜀)  

приводится к виду 

 �̇�  =  𝐹(𝑉, 𝐿(𝑉, 𝑡, 𝜀)), 𝜀�̇� =  𝑊(𝑉, 𝑍, 𝑡, 𝜀) (𝑊(𝑉, 0, 𝑡, 𝜀) =  0) (6) 

при помощи преобразования 

 𝑌 = 𝑍 + 𝐿(𝑋, 𝑡, 𝜀),   𝑋 = 𝑉 + 𝜀𝛱(𝑉, 𝑍, 𝑡, 𝜀)     (𝛱 (𝑉, 0, 𝑡, 𝜀) = 0).  

При этом первое уравнение в (6) не зависит от быстрой переменной, а решениями второго уравнения 

являются так называемые правые пограничные функции [1], для которых справедливы оценки типа  

 ||𝑍(𝑡, 𝜀)||  ≤  𝐶 exp (𝑐(𝑡 − 𝑡𝑓)/𝜀), 0 ≤  𝑡 ≤  𝑡𝑓  

при не зависящих от малого параметра числах 𝑐 и 𝐶 (0 <  𝑐, 1 ≤  𝐶). При этом L соответствует 

медленному интегральному многообразию исходной системы, а Π — быстрому многообразию 

некоторой вспомогательной системы, переменная V соответствует регулярной составляющей 

решения исходной системы, а переменная Z — погранслойной составляющей. Важно отметить, что 

если Z=O(ε) при 𝑡 =  𝑡𝑓, то и функция Z содержит в качестве множителя малый параметр. Функции L 

и Π удовлетворяют так называемым уравнениям инвариантности, из которых могут быть найдены в 

виде разложений по степеням малого параметра. Для линейных систем применение 

соответствующего преобразования осуществляет блочную диагонализацию и приводит к двум 

независимым подсистемам для медленной и быстрой переменных.  

3. Расщепление системы уравнений Риккати 

Матричное дифференциальное уравнение Риккати, записанное для блоков матрицы 𝑃 принимает 

вид системы матричных дифференциальных уравнений 

 �̇�1 = 𝑃4𝑆𝑃4
𝑇 − 𝑄1 = 𝐹1(𝑃4, 𝑡),  

 �̇�2 = −𝑃1 + 𝑃4𝐴2 + 𝑃4𝑆𝑃5
𝑇 = 𝐹2(𝑃1, 𝑃4, 𝑃5, 𝑡),  

 �̇�3 = −𝑃2
𝑇 − 𝑃2 + 𝑃5𝐴2 + 𝐴2

𝑇𝑃5
𝑇 + 𝑃5𝑆𝑃5

𝑇 − 𝑄2 = 𝐹3(𝑃2, 𝑃5, 𝑡),  

 𝜀�̇�4 = −𝑃2 + 𝑃4𝐴1 + 𝑃4𝑆𝑃6 = 𝐹4(𝑃2, 𝑃4, 𝑃6, 𝑡),  

 𝜀�̇�5 = −𝑃3 + 𝑃5𝐴1 + 𝐴2
𝑇𝑃6 − 𝜀𝑃4 + 𝑃5𝑆𝑃6 = 𝐹5(𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6, 𝑡, 𝜀),  

 𝜀�̇�6 = 𝑃6𝐴1 + 𝐴1
𝑇𝑃6 + 𝑃6𝑆𝑃6 − 𝜀(𝑃5 + 𝑃5

𝑇) − 𝑄3 = 𝐹6(𝑃5, 𝑃6, 𝑡, 𝜀).  

Положив малый параметр равным нулю в трех последних дифференциальных матричных 

уравнениях, получим матричные алгебраические уравнения 

 0 = −𝑃2 + 𝑃4𝐴1 + 𝑃4𝑆𝑃6,  
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 0 = −𝑃3 + 𝑃5𝐴1 + 𝐴2
𝑇𝑃6 + 𝑃5𝑆𝑃6,  

 0 = 𝑃6𝐴1 + 𝐴1
𝑇𝑃6 + 𝑃6𝑆𝑃6 − 𝑄3.  

Предположим, что все матричные и векторные функции, которые фигурируют в постановке 

задачи, непрерывно дифференцируемы на отрезке [0, 𝑡𝑓], при каждом  пара {𝐴1, 𝐵} вполне 

управляема, а пара {𝐶, 𝐴1} — вполне наблюдаема (𝐶𝑇𝐶 = 𝑄3). 

Тогда последнее уравнение имеет единственное положительно определенное решение 𝑃6 = 𝛳0 и у 

матрицы 𝐷 = 𝐴1 + 𝑆𝛳0 все собственные числа имеют положительные вещественные части [1]. 

Отсюда следует, что остальные два уравнения, принимающие вид 

 0 = −𝑃2 + 𝑃4𝐷,  

 0 = −𝑃3 + 𝐴2
𝑇𝛳0 + 𝑃5𝐷,  

однозначно разрешимы и 

 𝑃4 = 𝛷0 = 𝑃2𝐷−1, 𝑃5 = 𝛹0 = (𝑃3 − 𝐴2
𝑇𝛳0)𝐷−1.  

Система дифференциальных матричных уравнений Риккати в рассматриваемых условиях имеет 

медленное интегральное многообразие  

 𝑃4 = 𝛷(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀),    𝑃5 = 𝛹(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀), 𝑃6 = 𝛳(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀),  

движение на котором описывается системой уравнений 

 �̇�1 = 𝐹1(𝛷(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑡, 𝜀), 𝑡), (7) 

 �̇�2 = 𝐹2(𝑉1, 𝛷(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑡, 𝜀), 𝛹(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑡, 𝜀), 𝑡), (8) 

 �̇�3 = 𝐹3(𝑉2, 𝛹(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑡, 𝜀), 𝑡), (9) 

Функции 𝛷, 𝛹, 𝛳  могут быть найдены в виде асимптотических разложений по степеням малого 

параметра из уравнений инвариантности  

 𝜀
𝜕𝛷

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝛷

𝜕𝑃1
𝐹1(𝛷, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛷

𝜕𝑃2
𝐹2(𝑃1, 𝛷, 𝛹, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛷

𝜕𝑃3
𝐹3(𝑃2, 𝛹, 𝑡) = 𝐹4(𝑃2, 𝛷, 𝛳, 𝑡),  

 𝜀
𝜕𝛹

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝛹

𝜕𝑃1
𝐹1(𝛷, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛹

𝜕𝑃2
𝐹2(𝑃1, 𝛷, 𝛹, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛹

𝜕𝑃3
𝐹3(𝑃2, 𝛹, 𝑡) = 𝐹5(𝑃3, 𝛷, 𝛹, 𝛳, 𝑡, 𝜀),  

 𝜀
𝜕𝛳

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝛳

𝜕𝑃1
𝐹1(𝛷, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛳

𝜕𝑃2
𝐹2(𝑃1, 𝛷, 𝛹, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝛳

𝜕𝑃3
𝐹3(𝑃2, 𝛹, 𝑡) = 𝐹6(𝛹, 𝛳, 𝑡, 𝜀).  

Ограничиваясь первыми приближениями, получаем приближенные выражения 

 𝛷 = 𝑃2𝐷−1 + 𝜀𝛷1, 𝛹 = (𝑃3 − 𝐴2
𝑇𝛳0)𝐷−1 + 𝜀𝛹1, 𝛳 = 𝛳0 + 𝜀𝛳1, (10) 

где 𝛳1 определяется из уравнения Ляпунова 𝛳1𝐷 + 𝐷𝑇𝛳1 = �̇�0 + 𝛹0 + 𝛹0
𝑇, а для 𝛷1, 𝛹1 получаются 

явные выражения 

 𝛷1 = [𝑃2
𝜕

𝜕𝑡
(𝐷−1) + 𝐹2(𝑃1, 𝛷0, 𝛹0, 𝑡)]𝐷−1, 𝛹1 = [

𝜕

𝜕𝑡
(𝐴2

𝑇𝛳0𝐷−1) + 𝐷−1𝐹3(𝑃2, 𝛹0, 𝑡) − (𝐴2
𝑇𝛳1 − 𝛷0)]𝐷−1.  

В результате замены переменных  

 𝑃4 = 𝑍4 + 𝛷(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀),    𝑃5 = 𝑍5 + 𝛹(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀), 𝑃6 = 𝑍6 + 𝛳(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑡, 𝜀). (11) 

получаются следующие матричные дифференциальные уравнения для 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6 

 
𝑑𝑍4

𝑑𝜏
= 𝑍4𝐷 + 𝛷0𝑆𝑍6 + 𝑍4𝑆𝑍6, (12) 

 
𝑑𝑍5

𝑑𝜏
= 𝑍5𝐷 + 𝐴2

𝑇𝑍6 + 𝛹0𝑆𝑍6 + 𝑍5𝑆𝑍6, (13) 

 
𝑑𝑍6

𝑑𝜏
= 𝑍6𝐷 + 𝐷𝑇𝑍6 + 𝑍6𝑆𝑍6. (14) 

В этих уравнениях опущены все члены, содержащие малый параметр в качестве множителя, роль 

независимого аргумента играет  𝜏 = (𝑡 − 𝑡𝑓)/𝜀, аргумент 𝑡 рассматривается как параметр, а 

граничные условия принимают следующий вид 

 𝑍4(0) = 0,  𝑍5(0) = 𝐴2
𝑇(𝑡𝑓)𝛳0(𝑡𝑓)𝐷−1(𝑡𝑓) , 𝑍6(0) = −𝛳0(𝑡𝑓). (15) 
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Пусть 𝑋0 – решение матричного уравнения Ляпунова 

 𝑋𝐷𝑇 + 𝐷𝑋 + 𝑆 = 0,  

тогда, в соответствии с методом Васильевой [1,13],  

  𝑍6 = �̃�6(𝜏) = exp(𝐷𝑇𝜏) [exp(𝐷𝜏)𝑋0 exp(𝐷𝑇𝜏) − 𝑋0 − 𝛳0
−1 (𝑡𝑓)]−1 exp(𝐷𝜏).  

Через �̃�4(𝜏), �̃�5(𝜏) обозначим решения уравнений (9),(10) с граничными условиями (15). Следует 

заметить, что после нахождения 𝑍6 = �̃�6(𝜏) эти уравнения представляют собой линейные 

неоднородные матричные уравнения. 

4. Расщепление линейной системы 

Векторные переменные 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3 являются решениями дифференциальной системы 

 �̇�1 = 𝑃4
𝑇𝑆𝜒3 + 𝑄1𝜉1,  

 �̇�2 = −𝜒1 + (𝐴2
𝑇 + 𝑃5

𝑇𝑆)𝜒3 + 𝑄2𝜉,  

 𝜀�̇�3 = −𝜒2 + (𝐴1
𝑇 + 𝑃6𝑆)𝜒3 + 𝑄3�̇�.  

Для построения медленного интегрального многообразия рассмотрим дифференциальную систему 

 �̇�1 = 𝛷𝑇𝑆𝜒3 + 𝑄1𝜉1,  

 �̇�2 = −𝜒1 + (𝐴2
𝑇 + 𝛹𝑇𝑆)𝜒3 + 𝑄2𝜉,  

 𝜀�̇�3 = −𝜒2 + (𝐴1
𝑇 + 𝛳𝑆)𝜒3 + 𝑄3�̇�.  

Здесь матричные функции Φ, Ψ, ϴ заданы формулами (331). Последняя система имеет медленное 

интегральное многообразие 𝜒3 = 𝜙(𝑡, 𝜀)𝜒1 + 𝜓(𝑡, 𝜀)𝜒2 + 𝜂(𝑡, 𝜀),  движение на котором описывается 

системой векторных уравнений 

 �̇�1 = 𝛷𝑇𝑆[𝜙𝑣1 + 𝜓𝑣2 + 𝜂] + 𝑄1𝜉1,  

 �̇�2 = −𝑣1 + (𝐴2
𝑇 + 𝛹𝑇𝑆)[𝜙𝑣1 + 𝜓𝑣2 + 𝜂] + 𝑄2𝜉,  

где матричные функции 𝜙(𝑡, 𝜀), 𝜓(𝑡, 𝜀) и векторная функция 𝜂(𝑡, 𝜀) находятся из уравнения 

инвариантности 

 𝜀�̇�𝜒1 + 𝜀�̇�𝜒2 + 𝜀�̇� + 𝜀 𝜙[𝛷𝑇(𝜙𝜒1 + 𝜓𝜒2 + 𝜂) + 𝑄1𝜉1] +  

 𝜀 𝜓[−𝜒1 + (𝐴2
𝑇 + 𝛹𝑇)(𝜙𝜒1 + 𝜓𝜒2 + 𝜂) + 𝑄2𝜉] = −𝜒2 + (𝐴1

𝑇 + 𝛳𝑆)[𝜙𝜒1 + 𝜓𝜒2 + 𝜂] + 𝑄3�̇�.  

Принимая во внимание представление 𝐴1
𝑇 + 𝛳𝑆 = 𝐷𝑇 + 𝜀𝛳1𝑆, находим 

 𝜙 = 𝜀𝜙1 = 𝜀𝐷−𝑇(−𝜓0),  

 𝜓 = 𝜓0 + 𝜀𝜓1 = 𝐷−𝑇 + 𝜀𝐷−𝑇[�̇�0 + 𝜓0(𝐴2
𝑇 + 𝛹0

𝑇)𝜓0],  

 𝜂 = 𝜂0 + 𝜀𝜂1 = 𝐷−𝑇(−𝑄3�̇�) + 𝜀𝐷−𝑇[�̇�0 + 𝜓0 ((𝐴2
𝑇 + 𝛹0

𝑇)𝜂0 + 𝑄2𝜉)].  

Замена переменной 𝜒3 = 𝑧3 + 𝜙(𝑡, 𝜀)𝜒1 + 𝜓(𝑡, 𝜀)𝜒2 + 𝜂(𝑡, 𝜀) приводит к независимому уравнению 

для 𝑧3 

 𝜀𝑧3̇ = (𝐷𝑇 + 𝜀 … )𝑧3    

с граничным условиемМесто для формулы.  

 𝑧3|𝑡=𝑡𝑓
= −𝜙(𝑡𝑓 , 𝜀)𝜒1(𝑡𝑓) − 𝜓(𝑡𝑓 , 𝜀)𝜒2 (𝑡𝑓) − 𝜂(𝑡𝑓 , 𝜀) = 𝐷𝑇(𝑡𝑓)𝑄3(𝑡𝑓)�̇�(𝑡𝑓) + 𝜀 …  .     

Следуя методу Васильевой [1,13], рассмотрим присоединённое уравнение 

 
𝑑𝑧3

𝑑𝜏
= 𝐷𝑇𝑧3,    

в котором 𝑡 рассматривается в качестве параметра и, следовательно, решение имеет вид 

 𝑧3 = 𝑧3̃(𝜏) = exp(𝐷𝑇𝜏) 𝑧3(0), 𝑧3(0) = 𝐷𝑇(𝑡𝑓)𝑄3(𝑡𝑓)�̇�(𝑡𝑓).  
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5. Субоптимальное управление 

При построении субоптимального управления ограничимся вычислением регулярных 

составляющих решений до порядка O(𝜀) , включительно, и правых пограничных функций нулевого 

порядка. Результатом такого выбора будет погрешность порядка O(𝜀2) в функционале качества. 
Принимая во внимание представления 

 𝑃1 = 𝑉1 + 𝜀𝑍1, 𝑃2 = 𝑉2 + 𝜀𝑍2, 𝑃3 = 𝑉3 + 𝜀𝑍3,  

 𝑃4 = 𝑉4 + 𝑍4, 𝑃5 = 𝑉5 + 𝑍5, 𝑃6 = 𝑉6 + 𝑍6,  

 𝜒1 = 𝑣1 + 𝜀𝑧1, 𝜒2 = 𝑣2 + 𝜀𝑧2, 𝜒3 = 𝑣3 + 𝑧3,  

Приходим к следующему выражению для субоптимального управления 

 𝑢𝑠𝑢𝑏𝑜𝑝𝑡 = −𝑅−1𝐵𝑇[(𝑉4 + �̃�4)𝑥1 + (𝑉5 + �̃�5)𝑥 + (𝑉6 + �̃�5)�̇� + 𝑣3 + �̃�3],  

где  

 𝑉4 = 𝛷0 + 𝜀𝛷1, 𝑉5 = 𝛹0 + 𝜀𝛹1, 𝑉6 = 𝛳0 + 𝜀𝛳1, 𝑣3 = 𝜀𝜙1𝑣1 + (𝜓0 + 𝜀𝜓1)𝑣2 + 𝜂0 + 𝜀𝜂1,    

и при вычислении матричных функций, описывающих медленное интегральное многообразие 

системы уравнений Риккати, в соответствующих местах следует полагать 𝑃1 = 𝑉1, 𝑃2 = 𝑉2, 𝑃3 = 𝑉3. 

Здесь 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 – решение системы уравнений Риккати (7)-(9) на медленном интегральном 

многообразии, в правых частях уравнений учитываются только члены нулевого и первого порядков 

при разложении по степеням малого параметра. Аналогичная ситуация с 𝑣1, 𝑣2. 

6. Управление двухзвенным манипулятором 

В качестве иллюстрации эффективности предлагаемого подхода рассматривается известная задача 

управления плоским движением двухзвенного манипулятора [14] с легкими звеньями. 

Предполагается, что звенья манипулятора представляют собой абсолютно жесткие стержни, которые 

соединены между собой и первое звено соединено с неподвижным основанием при помощи 

шарниров, оси которых параллельны. Манипулятор совершает движения в плоскости, которая 

перпендикулярна этим осям, под действием управляющих моментов, приложенных к осям шарниров. 

Уравнения движения манипулятора существенно упрощаются, если второе звено статически 

уравновешено [14]. Соответствующая система уравнений Риккати имеет медленную подсистему с 

десятью скалярными неизвестными и быструю подсистему с одиннадцатью неизвестными. 

Соответствующая линейная задача имеет четыре медленных и две быстрых скалярных неизвестных. 

В результате применения расщепляющего преобразования получается независимая медленная 

система уравнений десятого порядка для блоков матричного коэффициента усиления и линейная 

система четвертого порядка.  Построено субоптимальное управление, которое приводит к 

погрешности порядка 𝑂(𝜀2) в функционале качества, что вполне приемлемо с прикладной точки 

зрения. 

5. Заключение 

Рассмотрена линейно-квадратичная задача слежения с заданной эталонной траекторией для 

системы сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений с применением пропорционально-

интегрально-дифференциального управления. Показано, что применение аппарата асимптотического 

расщепления, основанного на теории быстрых и медленных интегральных многообразий, позволяет 

понизить размерность изучаемых задач. Особое внимание уделено анализу ситуаций, когда формулы 

для управляющих воздействий не содержат функций типа пограничного слоя. 
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