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Аннотация. В задачах многокритериального выбора инвестиционных проектов корректное применение 

аддитивного механизма агрегирования данных, представленных в различных шкалах измерения требует, чтобы 

исходные оценки были преобразованы в результирующие однородные шкалы, характеризующиеся одинаковым 

размахом и числом градаций. Одним из путей корректного применения аддитивной свёртки является 

построение результирующей шкалы, базирующейся на методах выравнивания шкал оценок проектов. 
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Введение 

Многие прикладные задач, которые по своей постановке относятся к многокритериальным задачам 

выбора, характеризуется рядом особенностей, к которым относятся многоуровневость структуры 

показателей качества и эффективности объектов, неравноважность показателей, разнотипность шкал 

измерения объектов, неоднородность и нелинейность областей значений оцениваемых объектов. При 

этом оказывается, что для корректного решения с учётом выше перечисленных особенностей 

подобного класса задач применение традиционных методов решения многокритериальных задач 

оказывается недостаточным [1, 2].  

Для корректного применения аддитивного механизма агрегирования данных необходимо, чтобы 

оценки объектов по критериям 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠̅̅ ̅̅ , были представлены в однородных шкалах, т.е. с 

одинаковыми максимальными и минимальными значениями критериев, а также одинаковыми 

градациями порядковой шкалы [3]. 

Одним из методов построения результирующей шкалы является метод выравнивания шкальных 

оценок объектов в порядковой шкале по критерию с меньшим числом градаций. 

1. Постановка задачи выравнивания оценок 

Необходимо осуществить переход от порядковых шкал критериев к порядковой с меньшим числом 

градаций, которая выступает в качестве единой результирующей шкалой. В качестве показателя 

равномерной группировки выступает расстояние градаций результирующей шкалы от градаций 

множества разбиений исходной порядковой (балльной) шкалы. 

Пусть 𝑛 – число градаций исходной порядковой шкалы, множество которых обозначим через 

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}, 

а 𝑚 – число градаций результирующей порядковой шкалы 

𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚}, 

где 𝑚 < 𝑛.  
Решение задачи перехода от порядковых шкал к порядковым с меньшим числом градаций сводится 

к поиску разбиения  

ℛ = {𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑚}      (1) 

числа градаций исходной шкалы на 𝑚 частей при сохранении упорядочения исходных градаций при 

их группировке, а именно: представить множество градаций исходной шкалы в виде объединения 

подмножеств – классов, номера которых совпадают с номерами градаций результирующей шкалы:  

𝑋 = ⋃ 𝑋𝑟
𝑚
𝑟=1 ,  𝑟 = 1,𝑚,     

 
(2) 

где |𝑋𝑟| = 𝑛𝑟 – число градаций исходной шкалы, попадающих в отрезок 𝑋𝑟 разбиения. 

Математическая постановка задачи перехода (выравнивания) от порядковых (балльных) шкал к 

порядковым с меньшим числом градаций сводится к разбиению исходной шкалы, обеспечивающей 

минимум показателя: 

ρ∗ = min
ℛ
∑ (𝑦𝑟, 𝑋𝑟)
𝑚
𝑟=1 = min

ℛ
∑ ∑ (𝑦𝑟 − 𝑥𝑟𝑘)

2𝑛𝑟
𝑘=1

𝑚
𝑟=1 , 𝑦𝑟 , 𝑥𝑟𝑘{1,2,… },   (3) 
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где 𝑋̃𝑟 = {𝑥𝑟𝑘|𝑘 = 1, 𝑛𝑟} – градации 𝑋𝑟 класса разбиения, а 𝑛𝑟 – число градаций; 

(𝑦𝑟 , 𝑋𝑟) = ∑ |𝑦𝑟 − 𝑥𝑟𝑘|
𝑛𝑟
𝑘=1  – расстояние 𝑦𝑟 градации до градаций из интервала 𝑋𝑟 исходной шкалы. 

Очевидно, что при оптимальном разбиении ℛ градации 𝑦𝑟 в результирующей шкале соответствует 

связный ранг [4]: 

𝑥̅𝑟 =
1

𝑛𝑟
∑ 𝑥𝑟𝑘
𝑛𝑟
𝑘=1      (4) 

в исходной шкале, а также числа градаций 𝑛𝑟, 𝑟 = 1,𝑚, классов разбиения, которые будем 

рассматривать как переменные.  

В этом случае для нахождения числа градаций 𝑛𝑟 в качестве показателя оптимальности, 

оценивающего качество разбиения на классы, возьмём квадрат отклонения числа градаций 𝑛𝑟 от 

среднего значения  

𝑛 =
1

𝑚
∑ 𝑛𝑟
𝑚
𝑟=1 ,       (5) 

то тогда задача нахождения числа градаций 𝑛1, … , 𝑛𝑚 разбиения исходной шкалы на 𝑚 подмножеств 

сводится к минимизации квадратичного функционала:  

∑ (𝑛𝑟
𝑚
𝑟=1 − 𝑛)2→ min

{𝑛1,…,𝑛𝑚}
     (6) 

при условии 
∑ 𝑛𝑟
𝑚
𝑟=1 = 𝑛.      (7) 

2. Метод перехода к порядковым шкалам с меньшим числом градаций 

В основе метода перехода к порядковым шкалам с меньшим числом градаций лежит следующая 

теорема. 

Теорема (Корнеенко, Рамеев). При переходе от порядковых шкал к порядковым с меньшим числом 

градаций с сохранением упорядочения исходных градаций при их группировке, оптимальным решением 

оптимизационной задачи (6)–(7) будет равномерное разбиение исходной шкалы с числом градаций 

интервала 𝑋𝑟 разбиения: 

𝑛𝑟
∗ =

{
 
 

 
 

𝑛

𝑚
,   если 

𝑛

𝑚
 – целое число;                                                   

[
𝑛

𝑚
] + 1 для 𝑛 − [

𝑛

𝑚
]𝑚 классов, если 

𝑛

𝑚
 – дробное;     

[
𝑛

𝑚
]   для 𝑚 (1 + [

𝑛

𝑚
]) − 𝑛 классов, если 

𝑛

𝑚
 – дробное.

       (8) 

Доказательство .  

Будем считать переменные 𝑛𝑟 непрерывными. Для отыскания решения задачи (6)–(7), которая 

относится к классу задач выпуклого программирования, воспользуемся методом неопределённых 

множителей Лагранжа. Составим вспомогательную функцию Лагранжа: 

𝐿(𝑛1, … , 𝑛𝑚, 𝑢) = ∑ (𝑛𝑟 − 𝑛)
2𝑚

𝑟=1 + 𝑢(∑ 𝑛𝑟 − 𝑛
𝑚
𝑟=1 ),   (9) 

где u – неопределённый множитель Лагранжа.  

Беря частные производные функции Лагранжа по переменным, находим стационарные точки: 

𝜕𝐿(𝑛1,…,𝑛𝑚,𝑢)

𝜕𝑛𝑟
= 2(𝑛𝑟

∗ − 𝑛) + 𝑢∗ = 0, 𝑟 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ;    (10) 

𝜕𝐿(𝑛1,…,𝑛𝑚,𝑢)

𝜕𝑢
= ∑ 𝑛𝑟

𝑚
𝑟=1 − 𝑛 = 0.     (11) 

Из (10) находим 

𝑛𝑟
∗ = 𝑛 −

𝑢∗

2
       (12) 

и подставив (12) в (11) получим  

∑ 𝑛𝑟
∗𝑚

𝑟=1 − 𝑛 = 0 ⇒ ∑ (𝑛 −
𝑢∗

2
)𝑚

𝑟=1 − 𝑛 = 0 ⇒ 𝑚(𝑛 −
𝑢∗

2
) − 𝑛 = 0, 

т. е.  

𝑢∗ = 2(𝑛 −
𝑛

𝑚
).     (13) 
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Откуда, подставив в (12), получим  

𝑛𝑟
∗ =

𝑛

𝑚
.      (14) 

Легко убедиться, что в точке (𝑛𝑟
∗ , 𝑢∗) выполняются достаточные условия локального минимума 

функции Лагранжа (9). Пусть 
𝑛

𝑚
 – целое число, то 𝑛𝑟

∗ =
𝑛

𝑚
 – оптимальное решение исходной дискретной 

задачи, а если 
𝑛

𝑚
 – не целое число, то оптимальные значения непрерывной задачи имеют вид: 

𝑛𝑟
∗ = [

𝑛

𝑚
] + {

𝑛

𝑚
}, 

где [
𝑛

𝑚
]

 

– целая часть числа 𝑛𝑟
∗ , {

𝑛

𝑚
} – дробная часть числа 𝑛𝑟

∗ , 𝑟 = 1,𝑚. 

Если m не делит n нацело, то справедливо неравенство  

[
𝑛

𝑚
] <  𝑛𝑟

∗ < [
𝑛

𝑚
] + 1.      (15) 

Покажем, что оптимальное решение 𝑛1
∗, … , 𝑛𝑟

∗ , … , 𝑛𝑚
∗  для целочисленных чисел удовлетворяет 

условию 

|𝑛𝑖
∗ − 𝑛𝑗

∗|  1,𝑖, 𝑗 = 1,𝑚, .      (16) 

Пусть 𝑛𝑖
∗ = [

𝑛

𝑚
] и 𝑛𝑗

∗ = [
𝑛

𝑚
] + 1, 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚, то, исходя из неравенства (13), следует (14). Найдём числа 

эквивалентных классов разбиения.  

Обозначим через 𝑚𝑖 число классов, в которые входят [𝑛/𝑚] 

 

градаций исходной шкалы, а через 𝑚𝑗  

число классов, в которые входят [
𝑛

𝑚
] + 1  градаций исходной шкалы разбиения.  

Очевидно, что целочисленные решения должны удовлетворять условиям: 

{

                                               

[
𝑛

𝑚
]𝑚𝑖 + ([

𝑛

𝑚
] + 1)𝑚𝑗 = 𝑛;     

𝑚𝑖 +𝑚𝑗 = 𝑛;                      
                                                       (17) 

Решая систему алгебраических уравнений (17) относительно переменных 𝑚𝑖, 𝑚𝑗, получим: 

 𝑚𝑖 = 𝑚 (1 + [
𝑛

𝑚
]) − 𝑛 – число классов, в которые входят [𝑛/𝑚]

 

градаций исходной шкалы; 

 𝑚𝑗 = 𝑛 − [
𝑛

𝑚
]𝑚 – число классов, в которые входят [

𝑛

𝑚
] + 1 градация исходной шкалы, что и 

требовалось доказать. Теорема доказана. ∎ 

3. Пример перехода от 10-ти балльной к результирующей 7-ми балльной шкале 

Рассмотрим переход от 10-ти балльной к результирующей 7-ми балльной порядковой шкале.  

Пусть 

 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥10}   
– градации исходной порядковой шкалы, 𝑛 = 10 – число градаций исходной, 

 𝑌 = {𝑦1, … , 𝑦7} – результирующая  шкала, m = 7 – число градаций результирующей порядковой 

шкалы.  

 Исходная шкала разбивается на следующее число градаций в классах (подмножествах): 

𝑛𝑟
∗ =

{
 

 

                                                 

[
10

7
] + 1 = 2 для 10 − [

10

7
]7 = 3 −  класса по 2 градации;     

[
10

7
] = 1  для 7 (1 + [

10

7
]) − 10 = 4 класса по 1 градации.

 

В результате получаем соответствие между градациями порядковых шкал:  

{𝑦1} ↔ {𝑥1, 𝑥2}; {𝑦2} ↔ {𝑥3}; {𝑦3} ↔ {𝑥4}; {𝑦4} ↔ {𝑥5, 𝑥6}; {𝑦5} ↔ {𝑥7}; {𝑦6} ↔ {𝑥8}; {𝑦7} ↔ {𝑥9, 𝑥10}.  

В табл. 1 представлено соответствие между балльными градациями со связанными рангами 

исходной и результирующей шкалой в соответствии с выражением (4).  

Таблица 1. Соответствие между связанными рангами исходной и результирующей шкалами 

Шкалы Балльные градации исходной и результирующей шкалы 

𝑋 1,5 3 4 5,5 7 8 9,5 

𝑌 1 2 3 4 5 6 7 
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4. Заключение 

Данный метод позволяет решать задачи многокритериального выбора, характеризующиеся 

оценками объектов, представленными неоднородными порядковыми (балльными) шкалами. 

Для корректного применения аддитивного механизма агрегирования данных необходимо, чтобы 

оценки объектов по критериям, были представлены в однородных шкалах, т.е. с одинаковыми 

максимальными и минимальными значениями критериев, а также одинаковыми градациями 

порядковой шкалы. 
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